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gegeben durch: E¢=C sin® a, wobei a der Winkel des
Spins gegen die z-Achse und C die Anisotropie-Kon-
stante ist. Mit cos a=cos ¢}1 — (48)* erhalt man far
die f-Komponente M¢f dieses Drehmomentes:

0E¢
a(A9)
Bei dem zugrunde gelegten Wandmodell ist die Wand-
dicke 0=1)A4/(aC) (. c.*). Daraus ergibt sich, daf} die
Drehmomente (17) und (18) von gleicher GréBenord-
nung sind.

Fir Eisen ist nda®>="7,8-107% erg cm™! (l.¢.b), 0=
4-10"%cm, so daBl man erhilt:

Mot = — —2C cos*pd9. (18)

M 45~ 0,24-10% 49 dyn/em?. (19)
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Das entmagnetisierende Feld ist parallel zur Wand-
normalen gerichtet und betriagt: H;y=—4alA%. Es
ubt ein Drehmoment um die f-Achse aus von der
Grolle:

Mp=—4nI249. (20)

Fiir Eisen berechnet sich daraus mit 477 =21400 G
M = —0,36-10° 4 ¢ dyn/em?. (21)

Aus dem zahlenmaifligen Vergleich der Drehmomente
(19) und (21) ist zu ersehen, daf} die von der Austausch-
energie und der Anisotropieenergie herrithrenden Dreh-
momente neben dem Drehmoment des entmagnetisie-
renden Feldes vernachlissigt werden kénnen, wovon
im Text Gebrauch gemacht wurde.

Zweizentren-Wechselwirkungsintegrale IV
Grundintegrale bei heteronuklearen Molekiilen

Von H. PREUSS

Aus dem Max-Planck-Institut far Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 9a, 376—389 [1954]; eingegangen am 17. September 1953)

In Weiterfithrung des von Kopineck?! begonnenen Integralprogramms fiir Austausch-
und andere Zweizentrenintegrale mit 2s- und 2p-Funktionen, sollen die Wechselwirkungs-
integrale auch fiir den Fall verschiedener Kernladungszahlen in den Eigenfunktionen er-
weitert werden. Die folgende Arbeit legt als Teil eines grifleren Programms einige dazu
erforderliche, bisher noch nicht berechnete Grundintegrale tabelliert vor. Zu einem wei-
teren Grundintegraltyp, der zum Teil in der Literatur schon tabelliert vorliegt, werden
Wertetabellen in kleineren Schritten des Parameters angegeben, die eine bessere Inter-

polation gestatten.

ei Untersuchungen der chemischen Bindung
bieten die auftretenden Wechselwirkungsinte-
grale groBle numerische Schwierigkeiten.

Aus diesem Grund ist schon bald nach Entstehen
der quantenchemischen Theorie versucht worden,
unabhingig von speziellen Betrachtungen die zu
erwartenden Integrale zu berechnen und fir die
Anwendung ausreichend zu tabellieren. Besonders
in den letzten Jahren sind von verschiedenen Auto-
ren Integralprogramme begonnen worden. Ihre
Durchfithrung wiirde bedeuten, daf} jede quanten-
chemische Untersuchung nicht von vornherein mit
der miihseligen Berechnung der auftretenden Inte-
grale belastet ist und somit eine viel groflere Be-
weglichkeit der Behandlung zahlreicher Probleme
gewihrleistet wire.

Die Untersuchungen fiithren auf Integrale der
Form

[y* Hydz, (1)

1 H.J. Kopineck, Z. Naturforschg. 5a, 420 [1950];
6a, 177 [1951]; 7a, 785 [1952].

wobei I der Hamilton-Operator (in at. E) die all-
gemeinste Form hat

He— LY v ) Z 1 Z .
=" 9 L4di— e I r
= S g™ ik=1 "k
1<k
¥ N, o,
N | il Al
L u’)
+ Il%‘l ;‘1 R’“;' ( )

(R, — Abstand der Zentren u, /; p, 2: Kerne; ¢, k:
Elektronen) und v eine Néherung der Eigenfunk-
tion des vorliegenden Systems ist, die aus Linear-
kombinationen von Produkten der Einelektronen-
funktionen aufgebaut ist?:

p = X ¢, (Py) 0p (Pyy) .

In den Ausdriicken (2), (3) handelt es sich um ein
System von n Elektronen (i, k) im Felde von N
Kernen, die die LadungenZ; (bzw. Z,), 1 =u, 7. =N,

3)

2 Siehe z.B. H. Hellmann, Einfihrung in die
Quantenchemie, Franz Deuticke, Leipzig und Wien
1937.
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ZWEIZENTREN-WECHSELWIRKUNGSINTEGRALE IV

besitzen. v, ist das Produkt der Elektronenorts-
eigenfunktion des ungestérten Systems??

(1) bg (2) €, (3) - - - - 4)

Die Spinfunktion des Systems wird mit y bezeich-
net. P ist ein Permutationsoperator, der alle » !-Per-
mutationen enthilt. Ist die in P stehende Transpo-
sitionenzahl gerade, so ist dp= +1, im anderen
Falle ist 0p = —1 zu setzen.

Mit (3) in (1) treten dann sechs verschiedene In-
tegraltypen auf: Die Uberlappungsintegrale?

Yi = Oy

(5a)

aﬁ_fa

und die Uberoancsmtegrale

(1) dry = |~ a (1) b (1)

) bg (1) dr

(1) ag (1) dz, (5b)

J 1
o Ta1

Die Wechselwirkungsterme in (2) ergeben die Cou-
lomb- und Austauschintegrale

1
Capys = j;:;aﬁ(l)bﬁ( )a

1
Aaﬁyé - J T12

und schliefllich noch die Ionenintegrale

= | — a¥
"‘ﬁ Tp1

b% (1) bg (1) day.

(l)bd( )dz, d7,, (5¢)

b5 (1) @b (2) @, (1) by (1) dr, dr,

Lagys = j—rll—2a;" (1) az (2) @, (1) bg (2) dry dr,. (5d)

Mit dieser Feststellung haben wir bewuBt die bei
allgemeinerer Anwendung von (3) auftretenden N-
Zentren-Integrale (N = 3) ausgeschlossen. Der Grund
dafiir liegt in dem geringeren Interesse, das diese
Integrale noch besitzen, zum anderen ist ihre
mathematische Bewiltigung nur zu einem sehr
kleinen Teil und unter speziellen Annahmen ge-
lungen 32,

So geben Schuchowsky* und Godadse?®
1
Ta1

2a Die Zentren 4, u sind jetzt spezieller mit a, b, ¢
bezeichnet worden; «, 5, ¥ unterscheiden die einzelnen
Einzentrenfunktionen.

3 Wir verwenden hier die Bezeichnungsweise, die
von Kopineck eingefiihrt wurde.

32 Sjehe auch H. Eyring u. S. Barkler, J. Chem.
Phys. 21, 912 [1953] u. C. A. Coulson, Proc. Camb.
Phil. Soc. 33, 104 [1937].

+S.Schuchowsky, Acta Physicochim. USSR 1,
901 [1934].

bo‘(l)cﬁ(l)dr1 und J%ﬁ ba(l)cﬁ(l)drl, (6)
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fiir eine beliebige Anordnung der drei Zentren an.

Hirschfelder, Eyring und Rosen® behandel-
ten
1
S (1) B3 (2) ¢, (2) dry s, (M)
j @y (2) ¢ (2) dr dry
und
1
J -~ ay (1) ¢, (1) ay (2) bﬂ (2) dz, dz,,
1
| a8 08 @) ¢, e,

bei einer linearen symmetrischen Lage der Zentren,
wobei die beiden letzten Integrale nur noch nu-
merisch berechnet werden konnten. Die Integrale
waren zur Berechnung des H,t-Molekiils erforder-
lich und enthalten daher nur ls-Funktionen.

Die Frage nach der Zuriickfithrung von 3- und
4.Zentren-Integralen auf solche von 2-Zentren hat
Ridenberg? behandelt.

Fiir die Einelektronenfunktion in (4) kann ent-
weder eine knotenlose Slatersche Funktion®

Z—o

, ER—=r .
™ le ¥ PM (cos)) eim®

(8)

angesetzt werden oder eine wasserstoffihnliche, die
auf den anderen Funktionen orthogonal ist. Inte-
grale mit einem Funktionstyp wie die letzteren sind
bisher wenig behandelt worden. Einige Coulomb-
und Austauschintegrale sind bei Rosen® und
Hirschfelder und Linnet!® angegeben. Die erste
ausfithrlichere Behandlung gab Kopineck?! ein-
schlieBlich der Integraltabellen fiir Funktionen der
L-Schale.

Der Ausschlul von knotenfreien Funktionen ist
zweifellos vorteilhaft. Coulson und Moffitt!! ha-
ben gezeigt, dafl die Benutzung knotenloser 2s-
Funktionen einige Anomalien in der Ladungsver-
teilung und der damit verbundenen Eigenschaften
erwarten laf3t.

Die Berechnung von Sy, ist z. Zt. in der Litera-
tur fast abgeschlossen. Far den Fall von s- und p-

5 G. S. Godadse, Z. Phys. 96, 542 [1935].

6J.0. Hirschfelder, H. Eyring u. N.Rosen,
J. Chem. Phys. 4, 121 [1936].

7K. Riidenberg, J. Chem. Phys. 19, 1434 [1951].

8 J. C. Slater, Phys. Rev. 36, 57 [1930].

9 N. Rosen, Phys. Rev. 38, 255, 2099 [1931].

10J, 0. Hirschfelder u. J. W. Linnet, J. Chem.
Phys. 18, 130 [1950].

11 C. A. Coulson u. W. E. Moffitt, Phil. Mag. 38,
634 [1947).
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Slater-Funktionen liegen fiir verschiedene Kern-
abstinde und Kernladungszahlen Tabellen von
Mulliken, Rieke, Orloff und Orloff!? vor.
Die Erweiterung auf d-Funktionen hat Jaffé1?
vorgenommen.

Wihrend die Ubergangsintegrale J,; und Kaﬂ»
obwohl sehr umfangreich, fiir verschiedenste Funk-
tionstypen immer geschlossen l6sbar sind, bereiten
die Ionen- und Coulomb-Integrale und besonders
die Austauschintegrale grofere Schwierigkeiten.
Ihre analytische Darstellung fiir 2s- und 2p-Funk-
tionen findet man bei Hellmann!4sowie bei Bart-
lett'® und bei Parr und Crawford!®. Ausfiihr-
lichere Untersuchungen wurden von Hirschfel-
der und Linnet!” sowie von Roothaan!® und
Riidenberg!® vorgenommen.Von Riidenberg wurde
auch ein neuer Weg zur Behandlung der Austausch-
integrale vorgeschlagen.

Sehr umfangreiche Tabellen wurden von Kopi-
neck! angegeben. Sie enthalten auch eine ausfiihr-
lichere analytische Darstellung der Wechselwir-
kungsintegrale mit 2s- und 2p-Funktionen*.

Alle diese Untersuchungen, mit Ausnahme der
analytischen Rechnungen?®: 19 setzen gleiche Kern-
ladungszahlen voraus, sie sind damit in ihrer An-
wendung auf gleichatomige Molekiile beschrinkt.

Abgesehen von der Tatsache, dafl fast nur mit
Slater-Funktionen gerechnet worden ist, 148t sich
der prinzipielle Integrationsweg fiir die allgemeinste
Form der Einzelektronenfunktion im wesentlichen
verfolgen und die Menge der zu erwartenden Grund-
integrale angeben.

Fiir dieses Problem sind die elliptischen Koordi-
naten u, v und ¢ besonders geeignet.

Ru=rgo+ry, Rv=r,—r,

wobei lspu=sco,—-1=v=+4+1,0=2¢p=2am;

@ = Winkel um die Verbindungsachse der Zentren
a und b; Abstand ab ist mit R bezeichnet.
Damit ergibt sich das Volumenelement dr zu

dr = %R3 (> —v?) dp dv de (9)

12 R. S. Mulliken, C. A. Rieke, D. Orloff u. H.
Orloff, J. Chem. Phys. 17, 1248 [1949].

1B H. H.Jaffé, J. Chem. Phys. 21, 258 [1953].

14 H. Hellmann?, Anhang.

15 J. H. Bartlett, Phys. Rev. 37, 507 [1931].

6 R. G. Parr u. B. L. Crawford, J. Chem. Phys.
16, 1049 [1948].

17J. 0. Hirschfelder u. J. W. Linnet, J. Chem.
Phys. 18, 130 [1950].

18 C. C. J. Roothaan, J. Chem. Phys. 19, 1445
[1951].
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und
g COS P, = %R (14 m), r,= %R(,u 4 »),
ry €os ¥y = %R 1 —w), ry = %R (& — ).

Darin ist ¢, als Winkel zwischen r, und R zu neh-
men, wobei B die Richtung nach b hat. Entspre-
chendes? gilt fiir ¥,.

Nach Einfiihren der elliptischen Koordinaten,
und mit Hilfe der Gln. (8) und (9) erkennt man, daf3
sich die Uberlappungs- und Ubergangsintegrale (die
Integrale mit dem A-Operator lassen sich, weil die
verwendete Elektronenfunktion immer Losung
eines 1-Zentren-Problems H = — %A —V (r) ist, auf
Integrale vom Typ (5a), (5b) zuriickfithren) immer
in den beiden Integralen

<] 41
A4,(1,a0)=[ane~*?dr und B, (a) = [a"e~*“dx
i =1
(10)
darstellen lassen. Besser ist es
[eo)
A, lo.0)= [ame**dx
o
einzufithren; B, (a) erhilt damit die Form
B,(a)=4,(—1,a) — 4, (1,x). (11)

Die A4 ,-Integrale wurden zuerst von Rosen? be-
handelt und tabelliert. Spater gaben Bartlett-
Furry? und James-Bartlett? weitere Werte-
tabellen dieser Funktionen an, die sich explizit
schreiben

n
e 0 n! o

Ay (0,0) =— Ty (12)

mit =0
A, (0, a) = 0™ 4, (0, a) + %Anvl (o, o).

Die umfangreichsten Tabellen wurden von Ko-
tani, Amemiya und Simose?? berechnet. Diese
Integrale spielen in der numerischen Behandlung
von Bindungsproblemen eine grofle Rolle. Fiir fei-
nere Untersuchungen haben wir 4, (1, &) und
A, (— 1, a) in den wichtigsten Bereichen in Schrit-
ten von Aa=0,1 neu tabelliert. Die numerischen

1 K. Riidenberg, J. Chem. Phys. 19, 1459 [1951].

* Weitere Literaturangaben sind in den zitierten
Arbeiten zu finden.

20 J, H. Bartlett u. B. H. Furry, Phys. Rev. 38,
1615 [1931], 39, 209 [1932].

21 H. M. James u. H. H. Barlett, Phys. Rev. 37,
507 [1931].

22 M. Kotani, A. Amemiya u. T. Simose, Proc.
phys.-math.-Soc. Japan 20, Extra-Nr.1 [1938]; 22,
Extra-Nr. 1 [1940].
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Werte dieser Funktionen sind dieser Arbeit als Ta-
bellen 6 und 7 beigefiigt. Sie sind zur Berechnung
aller wichtigen Grundintegrale (17), (24) wegen (18)
und (20) erforderlich.

Die Berechnung der Coulomb-, Tonen- und Aus-
tauschintegrale gestaltet sich schwieriger. Aller-
dings kann bei den Coulomb-Integralen die Ent-
wicklung von 1/r;, unter Verwendung von Kugel-
funktionen

[ce]

Fam (—7‘:)1 P, (cos?)

fi T e\

(13)

r + groBBter Wert von r,,, 74, bzaw. 74, 74,;
r — kleinster Wert von 74, 7, bzw. 75, 74,;
©? Winkel zwischen r,,, 7., bzw. 74,7,

angesetzt werden, wobei spéter bei der Integration
zu elliptischen Koordinaten iibergegangen wird.
Bei den Austauschintegralen dagegen hat sich die
Neumannsche? Entwicklung
0 0

(F—n! P

—1)ie; (2 |7+

Z”Z By )[<k+7>!]

"'12

Qi (1 1) Py (n—) Py (v) Py (vy) cosj (¢ — ),
(14)
u —+: groBter Wert von 1, 1,;
1 —: kleinster Wert von uy, u,:
P, @, Kugelfunktionen 1. und 2. Art;
eg=1,¢=2firj =2

als zweckmafig erwiesen, die noch die Integration
nach ¢, und ¢, gestattet. Wiahrend man aber bei
der Entwicklung (13) noch mit A4 ,-Funktionen aus-
kommt, kommen bei den Ionen- und Austausch-
integralen noch die Grundintegrale

o oo

H(m,a;np)= [ [ Q;(uy)P
11

™ ™ (1y* — 1)*2 {tg® — 1)»/2 duy diy

:(“ )—e(dll1+ﬁ.'l~.»)
M

(15)
und

+1
@ (m,y) = [ e?*Pr(x) 2™ (1 — 2?)*2 dx (16)
N |

hinzu, die sich fiir ungerade » nur numerisch aus-

werten lassen. Einzelheiten der analytischen Rech-

nungen sind bei Rosen?, James?, Guillamin-

Zener? und bei James-Bartlett?! zu finden.
Fir den Fall gleicher effektiver Kernladungs-

zahlen in den Eigenfunktionen ist a=f in (15).

23 C. Neumann, Theorie des Potentials, Teubner,
Leipzig 1887.

24 H. M. James, J. Chem. Phys. 2, 794 [1934].

25 K. Guillamin u. C. Zener, Phys. Rev. 34, 999
[1929].
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Diese Integrale einschlieBlich der von (16) sind von
Kotani, Amemiya und Simose?? in groflen Be-
reichen fiir verschiedene v-Werte tabelliert worden.

Fiir a # f3 liegen noch keine Tabellen vor. Die vor-
liegende Arbeit schliet diese Liicke und gibt das
Integral (15) fir a #f und v =7 =0 tabelliert an
(Tab.1 bis 5). Die Behandlung von (15) fiiry =0 und
7 =0 geschieht mittels der Gleichung

Hoo(m: a;n:ﬁ) :Fm (a)An(laIS) +F'n (ﬁ) ‘4m(lva)
— [T (m,a;n, ) +T (n,;m, a)] (17)

wobei sich die 7-Funktion weiter durch

T(m, a;n;ﬁ) :%[nT(m: a;n—l,ﬁ)+Fm+" (a+ﬂ)]r
Iv(7n:a;07;3):FFm (a+ﬂ) (18)
auf das Integral
a) = [an e @y (2) dz (19)
1

zuriickfiithren 148t, das ebenfalls in den Tabellen
von Kotani und Mitarbb.2? zu finden ist. Kleinere
Tabellen sind noch bei Bartlett!® berechnet.
Fiir manche Zwecke vorteilhaft ist noch die Zu-
riickfithrung von F, («) mittels der Beziehungen

Fo(@) = F ey () + [0 F iy (4) — (1 —2) Py (a)
z —A‘n—2 (1’ lX)], (20)

wobei

Fy (a)

2a) Ao(—l,a),]
(21)

—_%[(ln2a+0)flo(1,a) —Ei(—
F\ ()
= %[(lnf&a + C)Al (1,a) — Ei(—2a)A1(_ l,a):l

ist und €' =0,577216 . ..
Die Tab. 1 bis 5 geben H (m, a; n, ) fiir ei-
nige m- und n-Werte im Bereich

05<aB<100(da=A48=05)

an*. Einige Liicken in den Zahlenwerten sind durch
das Fehlen von F,, (& + f) in den zur Berechnung
von HP (m, a; n, f) benutzten Tafeln von?? verur-
sacht. Die Zahlenwerte in der Diagonale (a = f)
entsprechen den bei®?* bezeichneten W° (m, n: ).

Der Vergleich ergab gute Uberemstlmmung

* Wir waren dankbar, wenn wir auf Irrtimer in
unseren Zahlenwerten sowie auf etwa iibersehene Ta-
bellen in der Literatur hingewiesen wiirden.
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\ﬁ{ 0,5 1,0 1.5 2,0 2,5 3,0 3.5 4,0 4,5
0,5 | .526387  .193530  .849562-1 .404820-1 .202414-1 .104487-1 .551768-% .296387-* .161337-2
1,0 | 193530  .739964-1 .331768-1 .160228-1 .808686- .420343-2 .223212-2 .120379-% .657535-%
1,5 | .849562-1 .331768~! .150642-1 733797 .372675-2 .194636—2 .103720—* .561214—* .307322-%
2,0 | .404820-1 .160228-1 .733797—% .359622—% .183479-* .961693—3 .513961—° .278758—% .152953—%
2,5 | .202414-1 808686~ .372675—% .183479—% .939425-3 .493782-3 .264503—° .143736-3 .789962—1
3,0 | 1044871 420343~ .194636-* 961693~ 4037823 2601373 .139612—* .759892—¢ .418205—
3,5 | .551768-2 .223212- .103720~% 513961 .264503—% .139612—% .750471—% .409029—* .225373—*
4,0 | .296387-2 .120379-% 561214 .278758—% 143736~ .759802-% .409029—% .223194—% .123104—*
4,5 | 1613372 .657535~3 .307322-% .152953-* .789962—¢ 418205~ .225373—% .123104—% .679592—5
5,0 | .887626~% .362792—% .160924—3 .847145—¢ .438143—% .232229-% 1252784 .684909—5 .378401-5
5,5 | 492626~ 201833~ .947064—% .472842—%  .244853—% 129915~ .701470-5 .383807-5 .212195-5
6,0 | .275403-% .113068—* .531383—% .265643—¢ .137706—% .731320—5  .395191-5 .216380—° .119706-°
6,5 | .154918—% .637163—* .299855—% .150068—¢ .778675-5 4138725 .223809-5 .122621—5 .678748~°
7,0 | .876072—* .360882—* .170039—* .851840—5 .442377-5 .235300—° .127325-5 .697991-%
75 | 497709-* 205305 .968380—5 4855585 .252350-5 .134314-5 7272216 .221006—6
8,0 | 283898~ .117251—¢ 5535785 .277791—5 .144471-5 7694076 2287206 126784~
9,0 | .933276—5 .386247—5 .182657—5 .917849-° 2547886 .138153—%  .758746—7

10,0 | .310322—5 .128649-5 306472-¢ 1597355 8523387 2542057
Tab. 1.

N 0,5 1,0 1,5 2,0 2.5 3,0 3,5 4,0 45
0,5 | .123333+1 431422  .184494  .864939-1 .427577-1 .218901-1 .114868~! .613945~2 .332845-2
1,0 | 342772 127018 .559065-1 .266670! .133389-1 .688636-t .363642—® .159316% .106306~%
1,5 | 131536  .502786-1 .225222-1 .108666~% .347957-% .284593—® 150982 .813952-% .4443563
2,0 | .577742-1  .225137-1 .102047-1 .496361-2 .251783—% 1313642 .609421—* .378161—* .206946~
2,5 | .273360-1 .107928—! 493347 241416~ .123018-® .644116—2 .343932—2 .186396—3 .102206~3
3,0 | 1355661 540318 248553~ .122195% .624904—° .328136—* .175623-3 .953662—% 523788~
3,5 | .694385-2 .278734-2 .128853~% .635820~3 .326105—% .171642-% 9204444 500642~ .275360
4,0 | .364142-2 .146984-2 682148 337617 .173577-° .915405—¢ 491707 .267823~% .147486~*
4,5 | .194405-2 .788196-% .366973—* .182080-2 .938008—¢ .495513—* .266541—% .145357—% .801301—5
5,0 | .105253-2 .428292-® .199938—% .994113—% .513010—* .271394—* .146165—% .797950~5 .440292-*
5,5 | .576321-% .235226—% .110057—° .548104—% .283313—% .150067—% .809086—5 .442114-5 2441505
6,0 | .318511-% .130333—% .610971—¢ .304796—* .157725—% .836366— .451356—5 .246842—5 1364155
6,5 | .177399—% .727502—% .341601—% .170645—% .884050—° 469238~ .253444-5 1387095 .767133~¢
7,0 | .994568—¢ .408639—% .192156—4 .961043—5 .498380—5 .264760—° .143110-5 .783759-°
75 | .560749—% 230777 .108658—* 5440085 .282365—° .150120—° .811989-° .246348
8,0 | .317709—¢ .130944—* 6175285 .309312-5 .160675—> .854828—¢ 253672-%  .140511-°
9,0 | .103256—¢ .426617-° .201479—5 .101129-5 .280206-6  .151818—¢ .833206~7

10,0 | .340155-5 .140818-5 3347675 .174336-5  .929559~7 2768827

Tab. 2.

Vertauschen von & und f in obiger Tabelle ergibt H,° (1, «; 0, f).



ZWEIZENTREN-WECHSELWIRKUNGSINTEGRALE IV

381

5,0 5,5 6,0 6,5 7,0 75 8,0 9,0 10,0 %
8876263 -.402626—2 .275403— .154918-% .876072—* .497709—% .283898—* .933276~5 .310322-5 | 0,5
362792-3  .201833—2 .113068—2 .637163—% .360882—% .205305~% .117251—* .386247—5 .128649-5 | 1,0
1699243 .947064—% 5313834  .209855—¢ .170039-% .968380~5 5535785 .182657—° 1,5
8471454 4728424 2656434 .150068—% .851840~5 4855585 2777915 9178495 .306472-¢ | 2,0
4381430 2448534 .137706—4 7786755 .442377-5 2523505  .144471-5 : 15973578 | 2,5
232229—4  .129915—+ .731320~5 .413872-5 235300~ .134314-5 .769407—° .254788-¢ .852338~7 | 3,0
1252784 7014705 .395191—5  .223809-5 .127325~5 .727221-6 .1381536 3,5
684909-5  .383807—5  .216380— .122621-5 .697991—* 228720~% 7587467 .254205~7 | 4,0
378401-5  .212195-5  .119706~5 .6787486 221006  .126784-6 45
2108435  .118308~5  .667790~¢ 2158595 .123464—% .708551~7 .235394~7 7896348 | 5,0
1183085 .664229—¢ 2120036 .121361-% 6944127 5,5
6677905 2119386 .120340—° .686241~7 .225580~7  .750338~% .251969~% | 6,0

2129035 .120340~%  .683565~7 223272~ 6,5

2158596 .121361%  .686241~7 2225167 732340~% 2438518 7,0

1234645 6944127 .223272-7 .730160-8 7,5

7085517 .225580~7 .732340-8 .241278¢ 270494 | 8,0

.235394~7 77503388 2438518 .268210° 9,0

7896348 .251969—¢ .270494-9 .304106-1 | 10,0
Hy (0,a;0,5) (.23879— bedeutet 0,000023879).

5,0 55 6,0 6,5 7,0 7,5 8,0 9,0 10,0 yﬂ
1825082 .101005—2  .563311—2 .316212—* .178496—2 .101244-3 .576689—* .189124~* .627621-5 | 0,5
584790~ 324511 181394~ .102024—* .576883~% .327698—% .186902—% .614295—5 .204244—5 | 1,0
.245054—3  .136274—3 .763122—4 .429887—4 .243408—% .138435~% 7904115 .260259—5 1,5
114359-3  .637048—%  .357276—% .201526—* .114238—* .650375—5 .371676—> .122572—5 .408624—° | 2,0
5657464 315612+ .177229—+ .100079—* .567869—5 .323580—° .185065—5 .203965-% | 2,5
.290347-%  .162176—* .911672—5 .515304—5 .292643—5 .166865~° .955093—% .315775~¢ .105494~¢ | 3,0
1528254 8545295 4808255  .272004—5 1545885  .882134-° .167200-6 3,5
8194125 4586075 .258262—5 .146208—° .831495~% 272034-%  .901220~7  .301591~7 | 4,0
4456525 2496225 1406655  .796859—5 2590495 .148505—° 4,5
2450495 1373625 774620 .240089-6  .142885—° .819476-7 .271933~7 .911297-% | 5,0
1359845 7627546 2440885  .139039-%  .795048~7 5,5
7602865 .240901-5 1366885 7789577 2557617  .849882-% 2851508 | 6,0

.240210—¢ 1356785  .770183~7 2512727 6,5
.241978—¢  .135947-¢ 7682127 .248804~7 818036—%  .272148-¢ 7,0
1375205 7729537 .248233~7 .810966~# 7,5
7847317 .2495357 .809287-¢ .2663948 .298221-° | 8,0
.2581787 .822110-¢ .266938—* .2931759 9,0
.859158~¢ .273905~# .293608—° .329711-10 | 10,0

Hp (0,45 1,p).



382 H. PREUSS

}\Q 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5
0,5 | .398818+1 .132421+1 552261 255081 124889  .634979-1 .331490-! .176470-1 .953680-2
1,0 | 730320  .260365  .112156  .527612-1 .261369-! .133973-1 .703574~% .376252~% .204061-2
1,5 | .230263 856220-1 3771801 .179922-1  .899777-* 464375~ .245137—* .131624—® 7161863
2,0 | .900477-1 .343876-1 .153857-1 741510~ 373546 .193844—* .102762-% .553638—* .302075~°
2,5 | .394548-1 .153406-1 .694089—2 .337114—2 .170795~2 .890187—% 4735493 .255845—% .139918~?
3,0 | .185278-1 729678~ .332908-2 .162659-2 .827824~3  .432091-3 .230994— .125092—% .685459—4
3,5 | .911181-2 .362281-% .166350~ .816630~% .417125~% .218811-% .117010—* .634911—* .348491—*
4,0 | 4630292 .185448-2 .855848~3 421746 .216068—3 .113618—* .608792* .330898* .181886~*
4,5 | 2410842 .971150—3 .450020~% .222456~% .114252-% .602016—* .323128—* .175886~* .968012—%
5,0 | .127892-2  .517584-3 2406483 .119268~° .613849-* .324013~* .174169~* .949222—5 .523001—*
55 | .688540~2 2797243 .130421—% .647807—% .334014—* .176571—% .950354—° .518528—° .285969—5
6,0 | .375149-3 .152804-3 .714556* .355594—% .183632-* .972019-5 .523756~° .286049— .157892—5
6,5 | .206419-3 .843556—% .395038~* .196909—* .101824-* .539604~° .291046—5 .159093~5 .878852-"
7,0 | .114518-3  .469079—% .220056—* .109844—% 568691~ .301680—° .1628615 .890936~°
7,5 | .639787-%  .262590—* .123376~* .616618—5 .319577—° .169683—> .916759~° 277596
8,0 | .359585—% .147845~% 695572~ .348025~5 180542~ .959390~° 2841386 157254~
9,0 | .115301-* 4754465 .224192—5 1123835 3107345 .168210~6 9224387

10,0 | .375731—% .155293—5 .368305~5 191620~ .102086~° .303642-7

Tab. 3.

Vertauschen von « und f in obiger Tabelle ergibt Hy® (2, «; 0, ).

E\Q_ 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5
0,5 | .182236+2 .580788+1 .238080+1 .108947+1 .530342  .268586  .139820  .742754~' .400734°!
1,0 | .194353+1 .664948  .280396  .130204  .639421-' .325721-1 .170261-! .907223-2 .490617-2
1,5 | 470263  .169246  .731637-1 .344724-1 .170901-' .876340~* .460310~2 .246184—2 1335232
2,0 | .157009-1 .584773-1 .257625~1 .122849-1 614072~ .316772* .167145~% .897103% .487949~3
2,5 | .619827-1 .236397-1 .105630~1 .508486~* .255807-% .132677-% .702832-3 .378411-% .206352-3
3,0 | .270494-1 104933-1 4739142 .220839—* 116304~ .605561—* .321859—% .173762—% .949669*
3,5 | .126041-1 4951132 .225460~% .109993~2 .559088~% .292124~3 .155705% .842560* .461384~1
4,0 | .614602-2 .243763-2 1117242 .547659—° 279400~ .146416—% .782286% .424162—* .232663—*
4,5 | .309810~2 .123799-2 5703583 .280677* .143633~3 .754569-% .403980—% .219419—* .120534—*
5,0 | .160128-2 .643700~3 .297816% .147032—% .754360-* .397132—¢ 212994~ .115859—* .637274°°
5,5 | 843903  .3408933 .158271* .783511~% .402869—¢ .212475~% .114131—* .621640—5 .342315~°
6,0 | .451701-3 .183197-% .853055—* .423274—% .218051—* .115182~* .619531—5 .337830—° .186217—°
6,5 | .244838—3 .996344—* 465103~ .231235~% .119315~* .631132—5 .339868—° .185519—° .102354~°
7,0 | .134100— .547268—* .256017—* .127502—% .658839—° .348921—5 .188092—° .1027657°
7,5 | .74092—¢  .303115~% .142063—* .708564~5 .366594—° .194348— .104868~" .316844-¢
8,0 | .41242—¢  169081—* .793724—5 .396407— .205319~5 .108958~" .321967-°  .178020~°
9,0 | .130137-* .535395—° .252008— .126138~5 .347924-5  .188153-¢  .103088¢

10,0 | 418715  .172733-% 4085525 .212331-%  .113012-° .335596~7

Tab. 4.

Vertauschen von a und f in obiger Tabelle ergibt H,° (3, «; 0, 3).



ZWEIZENTREN-WECHSELWIRKUNGSINTEGRALE IV

383

5,0 5,5 6,0 6,5 7.0 7,5 8,0 9,0 10,0 %
521575—2 2880322 160346~ .898692—* .506611-% .287016~% .163315~* .534655—* .177180~* | 0,5
111925~ 6195562 .345588—% .194020—% .109532—3 .621326—% .353934—* .116084—* .387443—5 | 1,0
3938643  .218507—% .122113—* .686670—* .388194—* .220475~% .125727* 4131135 1,5
.166506—3  .925529—%  .518088—% .291751—% .165141—* .938953—° .535967—5 .176399-5 .587091-% | 2,0
727490 430250~ .241189-*  .135991—* .770606—5 438575~ .250562~5 275206~ | 2,5
3792024 .211435~%  .118674—% .669861—5 .379951—5 .216418~5 .123743—5 .408413—° .136244—¢ | 3,0
193065—4  .107784—4  .605628—5 .342178-5 .194253—5 .110735~5 .209358—6 3,5
100891—*  .563865~5 .317136—5 .179334—5 .101884—5 .332736—¢  .110069—% .367879~7 | 4,0
.537539—5  .300710~5 .169273—5  .957928~6 .310854~¢ .178064—° 4,5
.290703~5  .162763~5  .916904~5 2953735 .168662—% .966793~7 .320409—7 .107258~7 | 5,0
1590885  .891401-6 .284736-%  .162065~%  .926042-7 5,5
.879043-6 278016-%  .157622-%  .897595~7 .294335~7  .976984~% .327482-% | 6,0

2746956 .155031~%  .879393~7 .286530~7 6,5

2745466 1541185 8702467 .281482-7 924445-8 3072548 7,0

.154836—¢ 8696227 .278909~7 .910163-8 75

8775667 .2786837 9027978 .296886# .331829—° | 8,0

.285434~7 .9078528 .294487-% .322914-° 9,0

.941072-¢ .299717-¢ .320754-9 .359743-10 | 10,0
HY (0, a; 2, B).

5,0 5,5 6,0 6,5 7.0 7,5 8,0 9,0 10,0 @ B
218873-1 120738~ .671532—* .376087—* .211868~2 .119964—2 .682268—3 .223173—3 .739084* | 0,5
268463~ 148317 .825943—% 463046~ .261089-% .147946-3 .841972—% .275716~* .913891~5 | 1,0
7732352-3  405384—% 226116~ .126941—* .716606—* .406483—4 .231541-% .759352~5 1,5
2682583  .148780~% .831234—% .467313—* .264128—* .149982—* 8551325 .280890— .933351—¢ | 2,0
J113687-%  .631655—% .353448—% .198968—* .112588~* .639969—5 .365211—% 3997215 | 2.5
524193—% 2917154 1634574 .921264—5 .521857—° .296899-5 .169578—° .558664—% .186082~¢ | 3,0
.255093—*  .142161—* .797556—5 .449998—5 255148 .145289—5 .273939-6 3.5
.128822-4  718815~5  .403713~5 .228003—5 .129388-5 421737-%  .139295-%  .464895~7 | 4,0
668226—5  .373277-5  .209850~5 .118619-5 .384162-% 219867 4,5
.353694—5  .197771-5 .1112805 357758—%  .204143-% .116903—¢ .386893—7 .129359-7 | 5,0
190177-5 1064325 .339274-5 192936~ .110156% 5,5
.103547-5 3268085  .185118~% .105332-° .344905-7 .114345~7 .382881-% | 6,0

.319245—¢  .180011~% .102024-¢ .331942~7 6,5
.315991-%  .177221-%  .9998577 .322032~7 1059277 3516918 7,0
1765625 9908047 .317306~7 1034177 7.5
9925977 .3147407 .101832-7 .334517-8 3732370 | 8,0
.318500~7 .101170~7 .327815-8 .358825—9 9,0
.103874~7 .330447-8 .353007—° .395372-10 | 10,0

H (0, a; 3, f).



384 H. PREUSS

N 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5
05| .11394+> 35417+ 14395+  .65603*1  .31860*1 161121 83789 44478 23084
10| 65462+  215861+1 894713 411451  .200189  .101867  .530859~1 .282213-1 1523441
1,5 | 11468+ 398758  .169190 7879591 38757571 .197618~1 1033611 .550976—2 .298047-2
20| 31329 1133851 4911261 2315781 .114837-1 5888902 .3093092 .165410- 897040~
25| 10806  .402736-1 1773731 845342 422307~ 2177302 .114828~2 616036~ .334941-
3,0 | 428581 .163219-1 728316~ 350181~ .176051-* .911991-% .482753~% .259762~% 1415671
35| 186131 7203832 324768~ 1572772 .794907-% 413469~ 2195747 118455~ .646986~
40| .86039-2 337148~ 1532362 746446~ 378944 .197793—% .105333~° .569551—% .311680~4
45| 416012 .164592-2 752977~ 368558~ .187800~* 9831534 .524828~% .284353~% .155873~%
50| .20800 .820242-3 381379~ 1874183 .957989~% 502781 .268959* .145977% .801398~
55| 10671t  .428035-% .197719-° 9748854 499638~ 262795~ .140835~% 7655635 .420838~5
6,0 | 55858~ .225202-% .104405-° .516239% .265180—* .139739~% .750066~5 .408278~3 .224697-5
6,5| 29718 120320~ 5595254 .277320~% 1427374 7533995 4049575 2206915 121585~
70| 16022 650984  .303520~ .150752~% 7772215 410824 2210925 120618~
7,5 | 87336~ 355916~ .166319—* 8275575 427205 2261415 121837~ 367188~
8,0 | 48048~ .196315~% 919166 .458074~5 .236830~5 .125483- 3608425 204269~
9,0 | 14873~ 6102495 2866425 143225 393959-5  .212805~5 116476~

10,0 | 471395 .194042-5 45751676 23748575 126264~ 3742647

Tab. 5 H,° (0, «; 4, f).

ENEEE 5.5 6,0 6.5 70 5 8.0 9,0 10,0
05| 13094 722041 401471 22479-1 12661~ 71676~ 40758~  .13320~* 44133
1,0 | 8324192 459342  255547-% 143148 806569~ 456763 250808~ .850022~% 281549~
1,5 | 1631242 901342 501998~ 281459 1587133 .899400~% .511880~* .167635~
2,0 | 4919583 .272287-3 151861 852463 481186~ .272021—% .155449~% 5097315 .169138~
2,5 | 1840753 .102059-% .570050~* .320398~% .181051* .102787~% .585941- 639161
3,0 | 7795674 .432051-% .242169-% .136280— .770920~5 .438071—5 .249939-5 821889~ .273341-
3,5 | .356922—% .198531~% .111195-* .626470 .354746-5 2017695 379354~
4,0 | 172209~ .959303—5 5379475 3033985 .171963~ 550343 184436~ 6146487
4,5 | 8625505 481050~ .270053°5 .15245575 4926775 2817125
50 | 4440405 2479225 139316 44689275 2547615 1457635 4817637 1608437
5,5 | .233446—5 .130471-5 414952-5 2357425 134502~
6,0 | .124771-5 392871-6 2223175 .126383~ 4131857 1368007 457549~
6,5 3783226 .213105-5 120670~ 3919777
7,0 | .369978-5 2072845 116837 3767457 123409 409260
7,5 | 2043995 114592~ 3663767 1192457
8,0 | 113785~ 360192 1163757 381834 425219
9,0 | .359234-7 1139467 368762~ 402863

10,0 | 115668~ 367512 391827 43819110

Tab. 5. Hp (0, a; 4, f) (Fortsetzung).

Vertauschen von « und f in obiger Tabelle ergibt H® (4, a; 0, f5).




n= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x + — “+ — + .- 4 - + — +
3,5 9461557  6,758255  5,599697  4,661817  4,133767  3,556176  3,365255  2,731048  3,219162  1,183712  6,079521
3,6 10166176  7,342238  6,087155  5,093547  4,506679  3,906899  3,654677  3,050858  3,366490  1,749950  5,305202
37 10931704  7,977189  6,619709 5564371 4916167  4,288235  3,977809 3406118  3,567123  2,254017  4,837334
3,8 11763469  8,667820  7,201459  6,078107 5365462 4703651  4,336652  3,774899  3,816312 2724835  4,592852
3,9 12667294 9419270  7,836899  6,638910 5858156 5156838  4,733697  4,170915  4,111570  3,179055  4,515871
4,0 13,649537  10,237153  8,530961  7,251317  6,308221 5651762 5171805  4,598721  4,452094  3,632325  4,568724
41 14717143 11127596 9,280047  7,920279  6,990041 6192702 5654652  5,0628590  4,838304  4,006279  4,726219
4,2 15877698  12,097293  10,117082  8,651211  7,638449 6784305  6,185832 5567977 5272027  4,580496  4,971754
43 17,139487  13,153559  11,021552 9450032  8,348759 7431627  6,769775  6,118023 5755444  5,093208 5204817
44 18511561  14,304388  12,009566  10,323220  9,126815  8,140180  7,411316  6,720831  6,201868  5,641831 5689216
45 20003807 15558516  13,088911  11,277866  9,979037 8915988  8,115822  7,379194  6,885230  6,233327  6,151968
4,6 21,627025  16,925498  14,268113  12,321734¢  10,912473 9765641  8,880233  8,009932  7,540187  6,874485  6,682492
47 23393016 18415778 15556514 13463325  11,934866  10,696349  9,738101  8,889460  8,262019  7,572127  7,282106
48  25,314670  20,040781  16,964345  14,711954 13054708  11,716016  10,669650  9,754763  9,056731  9,333299  7,953631
49 27406077  21,813000 18,502812  16,077825  14,281322  12,833200  11,691833  10,703459  9,931043  9,165386  8,701207
50 20682632  23,746105  20,184190 17572118 15624937  14,0576904  12,813398  11,743874  10,892434  10,076251  9,530130
51 32161158 25855048  22,021923  19,207085  17,096777 15399612  14,043968 12885124  11,949199  11,074336  10,446774
52 34,860046  28,156191  24,030742  20,996156  18,709156  16,870473 15394116  14,137197  13,110512  12,168776  11,458554
53  37,799397  30,667436  26,226780  22,954050  20,475586 18482807  16,875465 15511047  14,386496  13,369499  12,573927
54 41001187 33408375  28,627715  25,096901 22410890  20,250363  18,500784  17,018690 15788314  14,687332  13,802425
5,5 44480441 36400452  31,252013  27,442398  24,531334  22,188220  20,284101  18,673313  17,328250  16,134109  15,154699
5,6 48200420  30,667138  34,123594  30,009932  26,854763  24,312062 22240827  20,489395  19,019864  17,722790  16,642590
57 52432876  43,234126  37,263008  32,820767  20,400759  26,642737  24,387800  22,482836  20,878019 19467583  18,279222
58  56,048199  47,129544  40.696632 35808217  32,190808  20,197502  26,743886  24,671095  22,919103  21,384075  20,079105
59 61870757  51,384188 44452388  30,267847 35248487 31999157  20,329241  27,073352  25,161126 23489378  22,058252
6,0 67238132  56,031776  48,560873 42957605  38,599668 35071741  32,166390  29,710676  27,623896 25802287  24,234320
6,1  73,00143  61,10923 5305562 4699851  42,27274 3844164 3527998  32,60621  30,32019  28,34345 26,6267
6,2 7947565  66,65699  57,97339 5142401  46,29887  42,13785  38,69708 3578539  33,30095 3113556  29,25700
6,3 8643998  72,71935  63,35448 5627119  50,71225  46,19217 4244744  39,27616  36,56549  34,20356 32,1486l
6,4 9403828  79,34480  69,24303 6158061 5555040  50,63053  46,56372  43,10021  40,15177  37,57486  35,32756
6,5 10232948  86,58648 7568748  67,30679  60,85453 5551830 5108181  47,31820  44,09158  41,27960  38,82240
6,6 11137806  94,50259  82,74091  73,76855  66,66984  60,87060  56,04115  51,94047 4841990 4535091  42,66455
6,7 121,25460  103,15690  90,46149  80,74045  73,04597  66,74268 6148503  57,01650  53,17519  49,82524  46,88857
6,8 13203636  112,61925  98,91305  88,30825 80,0373  73,18534¢ 6746106  62,59115 5839971  54,74262  51,53251
6,0 143,80793  122,96620  108,16555  96,77943  87,70391  80,25437 7402152  68,71363  64,13995  60,14712  56,63818
7,0 15666188  134,28161  118,29570 10596372  96,11118  88,01103  81,22385 7543803 7044699  66,08718  62,25162
7,1 170,69959  146,65739  129,38764  116,02875  105,33127  96,52263  89,13116  82,82379 7737700  72,61606  68,42345
7.2 186,03205  160,19426  141,53364  127,05970 11544333 10586307 9781282  90,93625  84,99177  79,79233  75,20036
73 202,78081 17500262  154,83480  139,15003  126,53422  116,11354  107,34502  99,84722 9335019 8768043  82,67063
74 221,07897  191,20344  169,40237  152,40234  138,69933  127,36321  117,81151  109,63566  102,55394  96,35121  90,87464
75 24107232 208,92934  185,35783  166,92019  152,04342  139,71004  129,30429  120,38832  112,65811 10588258  99,89554
7,6 262,92051  228,32570  202,83480 18285414  166,68149 15326164  141,92448  132,20059  123,76199  116,36026  109,81491
7,7 28679844  249,55189  221,97977  200,31281  182,73083  168,13621  155,78321  145,17734  135,96484 12787849  120,72247

Tab. 6. 4, (—1, a).
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n = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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7.8 312,80769  272,78260  242,95343  219,45406  200,35714  184,46362  171,00259 15943382 14937582  140,54097  132,71695
7.9 34142814 208,20930 26593200 24044127 21968572  202,38654  187,71684 17509676  164,11496  154,46172 14590697
8,0 37261975 32604228  201,10018 26345380 240,80284  222,06172  206,07346  192,30547  180,31427  169,76619  160,41201
8,1 40672445 35651156  318,60690  288,68855  264,16219  243,66136  226,23455  211,21311  198,11891  186,59234  176,36355
8,2  444,01833  380,86975 34892816  316,36169  289,60556  267,37470  248,37831  231,98807  217,68851  205,09192  193,90622
8,3 48480301  426,39380  382,05841  346,71051  317,71451 29340961  272,70058  254,81546  239,19865 22543188  213,19923
8,4 52941272  466,38740  418,36809  379,99553  348,46246  321,99459  209,41657  279,89800  262,84232  247,79593  234,41756
8,5 57820811  510,18362 45816490  416,50285  382,20677  353,38059  328,76209  307,46212  288,83200  272,38599  257,75399
8,6  631,58832  558,14782  501,78650  456,54652  419,24109  387,84349  360,99983 33775124  317,40112  299,42436  283,42045
8,7 68998092  610,68072  549,60355 50047146  459,88809 42568642 39641307  371,03686  348,80660  329,15549  311,65027
8,8 75389137  668,22189 60202276  548,65634  504,50213  467,24243 43531609  407,61649  383,33091  361,84838  342,70003
8,0 82381725  731,25351  659,40061  601,51703  553,47250  512,87764  478,05704  447,81733  421,28480  397,79890  376,85219
9,0 900,34266  800,30459 72249719  659,51026  607,22699  562,99433 52501311  491,99912  463,01010  437,33255  414,41759
9,1 9840981 8759555 79,5804  723,1375  666,2355  618,0347  576,6027  540,5575  508,8827  480,8075  455,7382
9,2 10757749 9588429 8673308  792,9496  731,0142 6784846 6332849  593,9276  559,3161  528,6179  501,1903
9,3 1176,1311  1049,6654¢  950,3066  869,5516  802,1304  744,8782 6955645  652,5879 6147652  581,1971  551,1880
9,4 12859980  1149,1897 10414895  953,6077  880,2075  817,8025  763,9964  717,0645 6757303  639,0221  606,1872
9,5 14062871  1258,2569  1141,3909 10458478  965,9301  897,9028  839,1905 7879361  742,7619  702,6179  666,6893
9,6 1537,9981  1377,7900  1250,9585  1147,0736  1060,0508  985,8883  921,8179  865,8392  816,4654  772,5618  733,2462
9,7 1682,2276 15088020  1371,1344  1258,1654 1163,3965  1082,5387  1012,6160 9514737  897,5070 8494891 806,656
9,8 1840,1781 16524048 15029526  1380,0905 1276,8758  1188,7108  1112,3959  1045,6095  986,6193  934,0991  887,0157
9,9 20131688 18098184  1647,5489  1513,9115 1401,4873 13053469  1222,0404 11490934  1084,6084  1027,1611 9756323
10,0 2202,6466  1982,3820  1806,1702  1660,7955 1538,3284 14334824  1342,5571  1262,8566  1192,3613  1129,5214  1073,1252
10,1 2410,1990  2171,5655  1980,1861  1822,0249  1688,6040  1574,2559  1474,9974  1387,9235  1310,8536  1242,1116  1180,3855
10,2 2637,5674  2378,9823  2171,1002  1999,0084  1853,6424  1728,9191  1620,5561 15254210 14411587 13659567  1298,3041
10,3 2886,6621  2606,4036  2380,5643  2193,2938  2034,8975  1898,8477  1780,5371  1676,5883 15844576  1502,1845  1428,2304
10,4 3159,5795 28557738  2610,3022  2406,5817  2233,9711 20855549  1956,3747  1842,7888  1742,0496  1652,0365  1571,0828
10,5 34586194 31202271  2862,5761  2640,7405  2452,6230  2200,7037  2149,6458 20255221 19153644  1816,8784  1728,2589
10,6 3786,3055  3420,1069  3139,3042  2897,8232  2692,7873  2516,1228  2362,0850 22264380  2105,9749  1998,2136  1901,1983
10,7 41454071  3757,9859  3442,9798  3180,0856  2956,5900  2763,8230 25955998 24473511 23156118  2197,6962 20914854
10,8 45389632  4118,6888  3776,2430  3490,0068  3246,3680  3036,0150  2852,2881  2600,2578  2546,1795  2417,1468  2300,8642
10,9 4970,3087  4514,3170  4141,9936  3830,3104 35646001 33351207  3134,4574  2957,3543  2799,7733  2658,5692  2531,2543
11,0 5443,1038  4948,2762  4543,4172  4203,9900  3914,3801  3663,8401 34446456  3251,0566 30786990  2924,1683  2784,7690
11,1 5961,3658  5424,3057  4984,0133  4614,3351  4208,5422  4025,0854  3785,6430  3574,0228 33854935 32163711 30637342
11,2 6520,5038  5946,5125  5467,6266  5064,9609  4720,5803  4422,0978  4160,5228  3929,1771  3722,9487  3537,8485  3370,7104
11,3 71523573 65194053 59984803  5550,8404  5184,2723 48584315  4572,6591 43197365  4094,1366  3891,5405  3708,5162
11,4 78352387  7147,9370  6581,2148  6103,3401  5693,7159  5337,9949 50257679  4749,2409 45024381  4280,6824  4080,2542
11,5 85839798 78375468  7220,9283  6700,2594 62534548 58650866  5523,9347  5221,5848 49515731  4708,8356  4489,3402
11,6 94049824  8594,2080  7923,2225  7355,8732 68684745 64444331  6071,6550  5741,0527 54456358 51799202  4939,5341
11,7 103052746 94244819  8694,2521  8075,9791  7544,2561  7081,2335  6673,8728  6312,3593  5989,1315  5698,2504  5434,9752
11,8 112925721 103355744  9540,7798  8866,9501  8286,8263 .7781,2051  7336,0271  6940,6917  6587,0184  6268,5750  5980,2204
11,0 123753465 113354014 10470,2372  9735,7910  9102,8118  8550,6357  8064,1018  7631,7572  7244,7534  6896,1214  6580,2866
12,0 13562,8090 12432,6575 11490,7894 10690,2018  9999,4985  9396,4414  8864,6784  8391,8366  7968,3413  7586,6430  7240,6966

Tab. 6. 4, (— 1, a) (Fortsetzung).
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

3,5 0,00862782 0,01109291 0,01496663 0,02145636 0,03314938  0,05598409 0,10460055 0,21782893  0,50652252 1,31111432  3,75466875
3,6 0,00758992 0,00969823 0,01297783 0,01840478 0,02803968 0,04653392 0,08514646 0,17315248 0,39237323  0,98852300 2,75348716
3,7 0,00668203 0,00848799 0,01127013 0,01581998 0,02378471 0,03882354 0,06863913 0,13843175 0,30599392  0,75099159  2,03638903
3.8  0,00588704 0,00743626 0,00980087 0,01362457 0,02022870 0,03250375 0,05720876 0,11127160 0,24014305 0,57464690 1,51811573
3,9 0,00519023 0,00652106 0,00853437 0,01175513 0,01724678 0,02730149  0,04719253 0,08989478 0,18958978  0,44270511 1,14033153
4,0 0,00457891 0,00572363 0,00744073 0,01015945 0,01473836 0,02300186 0,03908170 0,07297188  0,15052267 0,34325492  0,86271621
4,1 0,00404211 0,00502799 0,00649480 0,00879441 0,01262203 0,01943483 0,03248333  0,05950147 0,12014255 0,26776966  0,65713886
4,2 000357037 0,00442046 0,00567535 0,00762420 0,01083152 0,01646504 0,02709187 0,04872349  0,09637703 0,21009258  0,50379079
4,3 0,00315548 0,00388931 0,00496446 0,00661905 0,00931274 0,01398425 0,02266838 0,04005749 0,07768106 0,16574374  0,38860604
4,4 0,00279030 0,00342446 0,00434688 0,00575409 0,00802129 0,01190541 0,01902496 0,03305729 0,06289446 0,13143808  0,30151321
4,5  0,00246866 0,00301726 0,00380967 0,00500844 0,00692062 0,01015824 0,01601299 0,02737776 0,05114024 0,10474914  0,23524454
4,6 0,00218518 0,00266022 0,00334180 0,00436462 0,00598050 0,00868573 0,01351439 0,02275056 0,04175138 0,08387266  0,18451706
4,7 0,00193516 0,00234690 0,00293384 0,00380783 0,00517587 0,00744141 0,01143484 0,01896578 0,03421735 0,06745776  0,14546232
4,8 000171453 0,00207172 0,00257775 0,00332562 0,00448588 0,00638732 0,00969869 0,01585846 0,02814529 0,05448696  0,11522903
4,9  0,00151971 0,00182986 0,00226659 0,00290742 0,00389311 0,00549228 0,00824495 0,01329821 0,02323108  0,04418905 0,09170144
50  0,00134759 0,00161711 0,00199443 0,00254425 0,00338299 0,00473058 0,00702428 0,01118159 0,01923813  0,03597623  0,07330006
51  0,00119544 0,00142984 0,00175616 0,00222847 0,00294326  0,00408099 0,00599661 0,00942608 0,01598144  0,02939799  0,05883856
52  0,00106087 0,00126489 0,00154737 0,00195359 0,00256364 0,00352591 0,00512924 0,00796562 0,01331568 0,02410726  0,04742099
53  0,00094181 0,00111951 0,00136427 0,00171404 0,00223542 0,00305070 0,00439543 0,00674710 0,01112612 0,01983522 0,03836676
54  0,00083640 0,00099129 0,00120355 0,00150504 0,00195125 0,00264312 0,00377320 0,00572759 0,00932172 0,01637261  0,03115605
55 0,00074305 0,00087815 0,00106237 0,00132253 0,00170489 0,00229295 0,00324445 0,00487235 0,00783010 0,01355594  0,02539022
56  0,00066033 0,00077825 0,00093828 0,00116298 0,00149103 0,00199161 0,00279421  0,00415309  0,00659332 0,01125675 0,02076167
57 0,00058701 0,00068999 0,00082911 0,00102338 0,00130517 0,00173190 0,00241006 0,00354674 0,00556489 0,00937368  0,01703207
58  0,00052199 0,00061199 0,00073302 0,00090114 0,00114347 0,00150774 0,00208173 0,00303443 0,00470741  0,00782659 0,01401612
59  0,00046431 0,00054301 0,00064838 0,00079399 0,00100262 0,00131399 0,00180057 0,00260058 0,00399053 0,00655156 0,01156866
6,0 0,00041312 0,00048198 0,00057378 0,00070002 0,00087980 0,00114629 0,00155942 0,00223245 0,00338972 0,00549771  0,00957597
6,1  0,00036768 0,00042796 0,00050799 0,00061752 0,00077261 0,00100097 0,00135225 0,00191944 0,00288500 0,00462423  0,00794839
6,2  0,00032733 0,00038012 0,00044995 0,00054504 0,00067897 0,00087488 0,00117399 0,00165280 0,00245997 0,00389826  0,00661484
6,3 0,00029148 0,00033774 0,00039870 0,00048133 0,00059708 0,00076535 0,00102038 0,00142524 0,00210130 0,00329334  0,00551900
6,4  0,00025962 0,00030018 0,00035343 0,00042529 0,00052542 0,00067011 0,00088784 0,00123070 0,00179799 0,00278805  0,00461594
6,5 0,00023130 0,00026688 0,00031341 0,00037595 0,00046265 0,00058718 0,00077331 0,00106410 0,00154096 0,00236493  0,00386965
6,6  0,00020611 0,00023734 0,00027804 0,00033250 0,00040763 0,00051493 0,00067423 0,00092121 0,00132273  0,00200985 0,00325134
6,7 0,00018372 0,00021114 0,00024674 0,00029420 0,00035936 0,00045190 0,00058840 0,00079847 0,00113711 0,00171118  0,00273773
6,8 0,00016378 0,00018787 0,00021905 0,00026043 0,00031698 0,00039686 0,00051396 0,00069287 0,00097893 0,00145943  0,00231002
6,9 0,00014605 0,00016722 0,00019452 0,00023063 0,00027957 0,00034878  0,00044934 0,00060191 0,00084392 0,00124682  0,00195304
7,0 0,00013027 0,00014888 0,00017280 0,00020433 0,00024703 0,00030672 0,00039317 0,00052344  0,00072849 0,00106689  0,00165441
7,1 0,00011621 0,00013258 0,00015356 0,00018109 0,00021824 0,00026990 0,00034429 0,00045566 0,00062963 0,00091434  0,00140401
7,2 0,00010369 0,00011809 0,00013649 0,00016056 0,00019289 0,00023764 0,00030173  0,00039704 0,00054484 0,00078475 0,00119362
7,3 0,00009254 0,00010522 0,00012136 0,00014241 0,00017057 0,00020937 0,00026462 0,00034629 0,00047204 0,00067450 0,00101651
7,4 0,00008260 0,00009376 0,00010794 0,00012636 0,00015090 0,00018456 0,00023225 0,00030229  0,00040940 0,00058052  0,00086709
7,5 0,00007374 0,00008357 0,00009603 0,00011215 0,00013356 0,00016278 0,00020397 0,00026412 0,00035547 0,00050030  0,00074082
7,6 0,00006585 0,00007451 0,00008545 0,00009958 0,00011826 0,00014365 0,00017926 0,00023095 0,00030895 0,00043172  0,00063390
7,7 0,00005881 0,00006644 0,00007607 0,00008844 0,00010475 0,00012683 0,00015764 0,00020212 0,00026880 0,00037299  0,00054321

Tab. 7. 4, (1, a).
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0

6

10

7.8
7,9
8,0
8,1
8,2
8,3
8,4
8,5
8,6
8,7
8,8
8,9
9,0
9,1
9,2
9,3
9,4
9,5
9,6
9,7
9,8
9,9
10,0
10,1
10,2
10,3
10,4
10,5
10,6
10,7
10,8
10,9
11,0
11,1
11,2
11,3
114
11,5
11,6
11,7
11,8
11,9
12,0

0,00005253
0,00004693
0,00004193
0,00003747
0,00003349
0,00002994
0,00002677
0,00002393
0,00002141
0,00001915
0,00001713
0,00001532
0,00001371
0,00001227
0,00001098
0,00000983
0,00000880
0,00000788
0,00000705
0,00000632
0,00000566
0,00000507
0,00000454
0,00000407
0,00000364
0,00000326
0,00000292
0,00000262
0,00000235
0,00000210
0,00000189
0,00000169
0,00000152
0,00000136
0,00000122
0,00000109
0,00000098
0,00000088
0,00000079
0,00000071
0,00000063
0,00000057
0,00000051

0,00005926
0,00005287
0,00004717
0,00004210
0,00003758
0,00003355
0,00002995
0,00002675
0,00002389
0,00002135
0,00001907
0,00001704
0,00001523
0,00001362
0,00001217
0,00001089
0,00000974
0,00000871
0,00000779
0,00000697
0,00000623
0,00000558
0,00000499
0,00000447
0,00000400
0,00000358
0,00000321
0,00000287
0,00000257
0,00000230
0,00000206
0,00000185
0,00000165
0,00000148
0,00000133
0,00000119
0,00000107
0,00000096
0,00000086
0,00000077
0,00000069
0,00000062
0,00000055

0,00006772
0,00006031
0,00005373
0,00004787
0,00004266
0,00003802
0,00003390
0,00003023
0,00002696
0,00002405
0,00002146
0,00001915
0,00001710
0,00001526
0,00001363
0,00001217
0,00001087
0,00000971
0,00000868
0,00000775
0,00000693
0,00000619
0,00000554
0,00000495
0,00000443
0,00000396
0,00000354
0,00000317

0,00000283 .

0,00000253
0,00000227
0,00000203
0,00000182
0,00000163
0,00000146
0,00000130
0,00000117
0,00000104
0,00000093
0,00000084
0,00000075
0,00000067
0,00000060

0,00007858
0,00006983
0,00006208
0,00004520
0,00004910
0,00004368
0,00003888
0,00003461
0,00003081
0,00002744
0,00002445
0,00002178
0,00001941
0,00001730
0,00001542
0,00001376
0,00001227
0,00001094
0,00000977
0,00000872
0,00000778
0,00000694
0,00000620
0,00000554
0,00000494
0,00000442
0,00000395
0,00000353
0,00000315
0,00000281
0,00000252
0,00000225
0,00000201
0,00000180
0,00000161
0,00000144
0,00000129
0,00000115
0,00000103
0,00000092
0,00000083
0,00000074
0,00000066

0,00009282
0,00008229
0,00007297
0,00006473
0,00005744
0,00005099
0,00004528
0,00004022
0,00003574
0,00003176
0,00002824
0,00002511
0,00002234
0,00001988
0,00001769
0,00001575
0,00001402
0,00001250
0,00001112
0,00000991
0,00000883
0,00000787
0,00000702
0,00000626
0,00000558
0,00000498
0,00000444
0,00000397
0,00000354
0,00000316
0,00000282
0,00000252
0,00000225
0,00000201
0,00000180
0,00000160
0,00000143
0,00000128
0,00000114
0,00000102
0,00000091
0,00000082
0,00000073

0,00011203
0,00009901
0,00008754
0,00007743
0,00006852
0,00006066
0,00005372
0,00004760
0,00004218
0,00003740
0,00003317
0,00002943
0,00002612
0,00002319
0,00002059
0,00001829
0,00001626
0,00001445
0,00001285
0,00001143
0,00001016
0,00000904
0,00000805
0,00000717
0,00000638
0,00000568
0,00000506
0,00000451
0,00000402
0,00000358
0,00000319
0,00000285
0,00000254
0,00000226
0,00000202
0,00000180
0,00000161
0,00000144
0,00000128
0,00000115
0,00000102
0,00000091
0,00000082

0,00013871
0,00012213
0,00010759
0,00009483
0,00008363
0,00007379
0,00006514
0,00005753
0,00005084
0,00004494
0,00003975
0,00003516
0,00003113
0,00002756
0,00002441
0,00002163
0,00001918
0,00001700
0,00001509
0,00001338
0,00001188
0,00001055
0,00000937
0,00000832
0,00000739
0,00000657
0,00000584
0,00000520
0,00000462
0,00000411
0,00000366
0,00000326
0,00000290
0,00000259
0,00000230
0,00000205
0,00000183
0,00000163
0,00000145
0,00000130
0,00000115
0,00000103
0,00000092

0,00017701
0,00015514
0,00013607
0,00011943
0,00010488
0,00009218
0,00008105
0,00007132
0,00006279
0,00005531
0,00004875
0,00004298
0,00003792
0,00003347
0,00002956
0,00002611
0,00002308
0,00002041
0,00001805
0,00001598
0,00001414
0,00001253
0,00001109
0,00000984
0,00000872
0,00000773
0,00000686
0,00000609
0,00000540
0,00000480
0,00000426
0,00000378
0,00000336
0,00000299
0,00000266
0,00000237
0,00000210
0,00000187
0,00000167
0,00000148
0,00000132
0,00000117
0,00000105

0,00023408
0,00020403
0,00017801
0,00015543
0,00013582
0,00011879
0,00010396
0,00009106
0,00007981
0,00007001
0,00006144
0,00005396
0,00004742
0,00004170
0,00003668
0,00003229
0,00002844
0,00002506
0,00002210
0,00001949
0,00001721
0,00001519
0,00001341
0,00001186
0,00001048
0,00000927
0,00000820
0,00000726
0,00000643
0,00000569
0,00000505
0,00000447
0,00000396
0,00000352
0,00000312
0,00000277
0,00000246
0,00000218
0,00000194
0,00000172
0,00000153
0,00000136
0,00000121

0,00032262
0,00027937
0,00024219
0,00021017
0,00018257
0,00015875
0,00013816
0,00012035
0,00010493
0,00009157
0,00007997
0,00006989
0,00006113
0,00005351
0,00004687
0,00004108
0,00003603
0,00003162
0,00002777
0,00002441
0,00002146
0,00001888
0,00001661
0,00001463
0,00001289
0,00001137
0,00001002
0,00000885
0,00000781
0,00000690
0,00000609
0,00000538
0,00000476
0,00000421
0,00000373
0,00000330
0,00000292
0,00000259
0,00000229
0,00000204
0,00000180
0,00000160
0,00000142

0,00046615
0,00040057
0,00034467
0,00029695
0,00025613
0,00022120
0,00019125
0,00016553
0,00014342
0,00012440
0,00010800
0,00009385
0,00008164
0,00007107
0,00006193
0,00005401
0,00004714
0,00004117
0,00003599
0,00003148
0,00002756
0,00002414
0,00002115
0,00001856
0,00001628
0,00001430
0,00001257
0,00001105
0,00000972
0,00000855
0,00000753
0,00000663
0,00000585
0,00000516
0,00000455
0,00000402
0,00000354
0,00000313
0,00000277
0,00000245
0,00000216
0,00000191
0,00000169

Tab. 7. 4, (1, «) (Fortsetzung).
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ZWEIZENTREN-WECHSELWIRKUNGSINTEGRALE IV

Der Fall 7 > 0 kann auf den obigen mit Hilfe der
Gleichung fiir die Kugelfunktion 2. Art?26

Q: (@) = Qo (2) X plar+ T g2 (22)
k=0 k=0

zuriickgefiihrt werden.

o o 1 2 3 4 5 6
0| 1
10 1
2 | =Y, O %y
3 0 —3 0 %l
R LT
5 0 15/8 0 _ 35/4 0 63 A
6 e 5/16 0 105/16 0 _ 315/16 0 231/1“

Tab. I. Zahlenwerte einiger p~.

EEE 1 2 3 4 5 6
0 0
L |—1 0
2 0o =3 0
3 *l3 0 =5 0
4 0 55 0 —3 0
5 = 101/240 O 49/ 0 . 63/ 0
6 0 p— 231/80 0 119/s 0 e 231/1s 0

Tab. II. Zahlenwerte einiger g%.

Tab. I und II geben einige p*- und ¢*-Werte
an, wobei noch gilt:
(T + k)!
2r (T;k)zkz (T;k)!

firt—%k=0,

P = (— 1)(%_%>

pk =0 firt — k < 0 oder ungerade;
¢
414+ 1—27
k— B LW . i —
= o w—n@i+ 1 P12 Biry —&20,

q.*=0 fiir t — k < 0 oder ungerade;
1
@G grofite ganze Zahl < ?(T —1). (22a)

Die neu hinzukommenden Integrale
(o]

Z,
Sm,a;n,f)= [ eme*dx [ a,mePdx, (23)
: 1 1

konnen dann wieder, dhnlich wie in (18), mit Hilfe
der A,-Funktionen nach

S (m, a;n,p) :-i—[mS(m— 1,a;m,p)
+Am+n(1’a+ﬁ)]a
80, a5, ) =~ A, (La+ )

(24)

26 A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien
IT1, Vieweg, Braunschweig 1939, S. 749.

27 G. Araki u. T.Murai, Progr. Theor. Phys. 8,
615 [1952].
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dargestellt werden. Aus diesem Grunde sind weitere
Tabellen fiir H? (m, a; n, p) fir groBlere m- und »-
Werte in Vorbereitung. Es sei noch auf folgenden
Unterschied bei der Berechnung der Austausch-
integrale der durch die Unterscheidung a = f oder
a = f hervorgerufen wird, hingewiesen:

Im Falle gleicher effektiver Kernladungszahlen
(o == f) nimmt (16) die Gestalt an

+1
G (m,0) = [ P (x)am (1 —a?)":dz, (25)
=7

da y wegen der Transformation (8) im wesentlichen
durch a — f§ gegeben ist. Das fiihrt fiir geradzahli-
ges » zu einem Abbrechen der durch (14) gegebenen
Reihendarstellung des Integrals, weil nur Aggregate
der Form

G; (m,y) Hy (m, a; n, §)

vorkommen und firn — 1 < 0

+1

[ar P, (x)de=0 ist.
-1
Bei Nichtabbrechen der Reihe ist es im allgemeinen
erforderlich bis 7 = 4 nach (14) die Glieder zu be-
rechnen. Auf diesem Wege sind in?? einige zur Be-
rechnung von Hydriden erforderlichen Integrale er-
rechnet worden. Von einer groBeren Anzahl Grund-
integrale ausgehend, haben in letzter Zeit Araki
und Murai? einige Wechselwirkungsintegrale fiir
heteronukleare Molekiile berechnet. Die Austausch-
integrale wurden in dieser Arbeit mit einem von
Sklar®® und Goeppert-Mayer — McCallum?
angegebenen und spiter von Mulligan3® weiter
ausgebauten und verwendeten Néhrungs-Verfahren,
mit Hilfe von Uberlappungs- und Wechselwirkungs-
integralen, gleicher Kernladungszahl in den Funk-
tionen, verglichen. Obwohl diese Naherung in vielen
Fallen befriedigend war, liegt bisher keine strenge
und allgemeine Untersuchung iiber die Giite dieser
Approximation vor.

Der Verfasser miochte Herrn Prof. Wirtz fir die
Anregung zu dieser Arbeit und fur die Unterstiitzung
wiahrend ihrer Durchfiihrung herzlich danken. Be-
sonderer Dank gebiihrt Frau Funke von der Rechen-
gruppe des Max-Planck-Instituts fiir Physik, die die
miihseligen numerischen Rechnungen mit groBter
Sorgfalt durchfiihrte.

Die Berechnungen der A4 ,-Integrale wurden mit der

Gottinger elektronischen Rechenmaschine G 1 aus-
gefithrt.

28 A. L. Sklar, J. Chem. Phys. 7, 984 [1939].

2 M. Goeppert-Mayer u. K. J. McCallum, Rev.
Mod. Phys. 14, 248 [1942].

30 J, P. Mulligan, J. Chem. Phys. 19, 347 [1951].



